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ПОВЕДЕНИЕ ГРАНИЦ РАЗДЕЛА ДВОЙНИК-МАТРИЦА В КРИСТАЛЛАХ ВИСМУТА 
ПРИ ОДНОВРЕМЕННОМ ВОЗДЕЙСТВИИ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ НАГРУЗКИ И 
ПОСТОЯННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
 
Введение. В последнее время возрос интерес к изучению влия-
ния внешних энергетических воздействий на пластическую дефор-
мацию различных материалов. Одним из видов немеханического 
воздействия на материал является магнитное поле (МП), влияние 
которого на пластическую деформацию различных материалов по-
лучило название «магнитопластический эффект» (МПЭ). В значи-
тельной степени это явление изучено для ионных кристаллов, полу-
проводников и металлов, где пластическая деформация осуществ-
ляется скольжением [1–9]. Большинство исследователей склоняется 
к выводу, что слабое МП создает условия для открепления дислока-
ций от локальных магниточувствительных дефектов, а дальнейшее 
их движение обусловливается полями дальнодействующих внутрен-
них напряжений кристалла. Несмотря на значительное число публи-
каций по данной проблематике, влияние МП на пластическую де-
формацию часто подвергается сомнению. 
На этом фоне практически не изученным остается вопрос магни-
точувствительности такого важнейшего вида кристаллографического 
формоизменения, как двойникование. Важным фактором, опреде-
ляющим несомненную актуальность исследований в данной обла-
сти, является то, что скольжение и двойникование являются взаимо-
связанными процессами. Это дает возможность изучать влияние МП 
на оба процесса одновременно. Кроме этого, экспериментальное 
изучение воздействия МП на металлы, где пластическая деформа-
ция реализуется перемещением как полных, так и частичных дисло-
каций, может способствовать углублению представлений о физиче-
ских механизмах МПЭ. 
Трудности управления пластической деформацией двойникова-
нием сдерживают применение некоторых технически перспективных 
материалов, таких как Ti, Be, Zn, сплавов на их основе, поэтому изу-
чение особенностей двойникования кристаллов в МП целесообразно 
с точки зрения практического применения исследуемого явления для 
разработки новых возможностей и способов управления физико-
механическими свойствами двойникующихся материалов, а также 
для прогнозирования поведения таких материалов при эксплуатации 
в условиях наложения МП. Как показывают многочисленные иссле-
дования, определяющее влияние на эксплуатационные характери-
стики оказывает структура и свойства поверхностных слоев матери-
ала и непосредственно качество поверхности. В связи с этим изуче-
ние характеристик, позволяющих судить о структурном состоянии и 
свойствах локальных объемов материала в поверхностных слоях с 
помощью метода микроиндентирования, используемого в данной 
работе, имеет практическое значение. 
 
Методы исследования. Удобным материалом для изучения 
пластической деформации двойникованием является висмут. Моно-
кристаллические образцы висмута химической чистоты 99,97% име-
ли форму прямоугольных призм и размеры 5×5×15 мм. Для дости-
жения однородности МП, образцы закреплялись с помощью специ-
ального устройства, изготовленного из неферромагнитных метал-
лов, в геометрическом центре сердечника электромагнита на высоте 
10см от стального столика микротвердомера ПМТ-3. Непосред-
ственные измерения, выполненные с помощь датчика Холла, пока-
зали, что неоднородность МП вдоль образца не превышала 2%. С 
целью устранения инструментальных эффектов, стальные детали 
ПМТ-3, находившиеся в МП (оправка стандартной пирамиды Виккер-
са, грузы на штоке индентора), заменялись деталями, изготовлен-
ными из неферромагнитных металлов. Сосредоточенная нагрузка 
прикладывалась перпендикулярно свежесколотой плоскости спайно-
сти (111) кристаллов висмута. При таком способе нагружения возни-
кают линзовидные двойники системы {110}<001>, которые легко 
прорастают вглубь кристалла под действием внешней силы и при 
выходе на свободную поверхность имеют форму клина. Усреднение 
проводилось по результатам измерений размеров двойников не 
менее 20 отпечатков. 
 
Результаты и обсуждение. В работе [10] впервые обнаружено, 
что комбинированное приложение МП и сосредоточенной нагрузки 
приводит к частичному падению размеров двойников и снижению их 
количества вокруг отпечатка. Приложение и отключение МП после 
микроиндентирования не меняет картину пластической деформации 
Шаврей Сергей Дмитриевич, ассистент кафедры физики и методики преподавания физики Мозырьского государственного педагогиче-
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Беларусь, МГПУ, 247760, Гомельская область, г. Мозырь, ул. Студенческая, 28. 
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двойникованием. Эффект магниточувствительности двойникования 
кристаллов висмута, который заключается в уменьшении размеров 
двойников и снижении их числа, наблюдался в том случае, когда МП 
и сосредоточенная нагрузка одновременно прилагались к образцу. 
Обращение знака поля не вносило изменений в результат пластиче-
ской деформации двойникованием. 
Сравнительный анализ показал, что длина двойников в присут-
ствии МП существенно меньше, чем без поля. Этот факт свидетель-
ствует об уменьшении среднего пробега двойникующих дислокаций 
при приложении МП к образцу. В интервале времени t=0,1-5часа 
воздействие сосредоточенной нагрузки практически не изменяет 
длину двойников L как при приложении МП, так и без него, т.е. сред-
ний пробег двойникующих дислокаций не зависит от времени воз-
действия сосредоточенной нагрузки. В то же время размножение 
двойникующих дислокаций не прекращается, о чем свидетельствует 
экспериментальный факт увеличения ширины h клиновидных двой-
ников у устья. При этом приложение МП заметно подавляет этот 
процесс [11, 12]. 
Изучение зависимости размеров двойников, образованных воз-
действием сосредоточенной нагрузки в течение t=5 мин при измене-
нии веса груза на штоке индентора в диапазоне Р=0,09–0,3 Н без поля 
и при наложении МП с индукцией В=0,2 Тл на образцы монокристал-
лов висмута, показало, что длина и ширина двойников линейно зави-
сит от нагрузки как в МП, так и без него. Установлено, что снижение 
среднего пробега двойникующих дислокаций в МП не зависит от 
нагрузки. Число двойникующих дислокаций n, локализованных на 
границе раздела двойник-материнский кристалл, с увеличением 
нагрузки увеличивается, при этом в МП n значительно меньше [13]. 
Обнаружена чувствительность микротвердости Н монокристал-
лов висмута к приложению МП. При этом Н слабо зависит от нагруз-
ки. Без приложения МП к образцу H несколько увеличивается с ро-
стом P. Это находится в качественном согласии с законом Мейера 
[11]. Приложение МП ведет к тому, что Н монокристаллов висмута 
при малых Р увеличивается до 10%. В присутствии МП Н уменьша-
ется при увеличении P и в области больших нагрузок сравнивается 
с величиной микротвердости без приложения МП, что указывает на 
поверхностный характер наблюдаемого эффекта в монокристаллах 
висмута. Увеличение Н в МП сопровождается снижением подвижно-
сти двойникующих дислокаций γ при малых нагрузках. При увеличе-
нии нагрузки, Н без МП несколько увеличивается, а γ снижается, т.е. 
наблюдается вполне закономерная корреляция. В то же время при 
наличии МП и микротвердость и подвижность снижаются при увели-
чении нагрузки. Следовательно, сделать однозначный вывод о том, 
что подвижность дислокаций отвечает за изменение микротвердости 
в МП, нельзя. Можно предположить, что увеличение Н происходит 
за счет взаимного пересечения дислокаций различных систем 
скольжения при стимулирующем действии МП. Если этот эффект 
имеет поверхностный характер, то при увеличении нагрузки, т.е. при 
более глубоком проникновении индентора в кристалл, уменьшение 
Н можно связать с интенсификацией процессов размножения дис-
локаций и поперечного скольжения. 
В [14] получено, что для кристаллов висмута существует порого-
вое значение МП с индукцией Bо≈0,1 Tл, по достижению которого 
средние размеры двойников начинают уменьшаться. При В>0,2 Тл L 
практически не изменяется, что свидетельствует о насыщении 
наблюдаемого эффекта.  
Учитывая взаимосвязь двойникования и скольжения в [15] уда-
лось выявить различие в размерах дислокационной розетки, возни-
кающей вокруг отпечатка индентора и состоящей из рядов полных 
дислокаций скольжения с полем и без него. Приложение МП суще-
ственно увеличивает размеры упрочненных областей поверхности 
кристалла (размеры дислокационной розетки, образованной сколь-
жением). Кроме этого, опытные данные, полученные методом изби-
рательного травления, указывают на то, что приложение МП стиму-
лирует работу всех плоскостей скольжения. Возникающее в резуль-
тате этого деформационное упрочнение объясняет тот факт, что 
микротвердость не уменьшается при имеющей место пластифика-
ции скольжением в МП. 
В [16] проведена сравнительная оценка величины объемной 
упругой энергии двойников Wv и поверхностной энергии двойнико-
вых границ Ws в МП и без приложения МП. Получено, что Wv об-
наруживает рост, как без поля, так и в присутствии МП, и испытыва-
ет тенденцию к насыщению с увеличением времени выдержки кри-
сталла под нагрузкой. Причиной роста Wv является размножение 
двойникующих дислокаций при неизменной длине их пробега, что 
приводит к уменьшению междислокационного расстояния. Послед-
нее является причиной и того, что приложение МП не изменяет Wv 
при значительном падении сдвойникованного объема. Поверхност-
ная энергии двойниковых границ Ws заметно меньше в присутствии 
МП, по причине снижения площади межфазной границы раздела 
двойник-материнский кристалл. Из сравнения численных значений 
замечено, что Wv на два порядка превышает Ws. Это означает, что 
большая часть работы внешних сил при двойниковании идет на 
упругую деформацию. Поэтому можно заключить, что приложение 
МП при изменении геометрических параметров двойникования прак-
тически не меняет энергию системы двойник-материнский кристалл. 
Иными словами, энергетический баланс в условиях МПЭ при двой-
никовании сохраняется. Некоторое уменьшение поверхностной 
энергии границы двойника, возможно, связано cпреодолением пери-
одического потенциального рельефа Пайерлса (силы сухого трения) 
каждой двойникующей дислокацией при обратном ее движении. 
Обсуждая природу наблюдаемого эффекта частичного подавле-
ния двойникования приложением МП, прежде всего, необходимо 
учесть явление магнитострикции. На это указывает неизменность 
картины двойникования при изменении направления МП, т.к. магни-
тострикция относится к четным эффектам. С другой стороны, магни-
тострикция в однородном МП, подобно тепловому расширению, 
может привести свободный кристалл лишь к изменению его разме-
ров. Напряжения возникают в неоднородном поле. При этом дефор-
мации, имеющие магнитострикционную природу, в диамагнитных 
материалах, к которым относится висмут, могут достигать только 
величины порядка 10-6 (магнитная восприимчивость Bi χ= -1,5·10-6). 
Это заметно меньше значения деформации начала размножения 
дислокаций (4·10-4), и значения деформации отрыва дислокацион-
ных сегментов от стопоров (8·10-5). Немаловажным является и то, 
что величина магнитострикционного напряжения с ростом индукции 
МП должна увеличиваться, в то время как в работе [14] получено, 
что при увеличении индукции МП наблюдается насыщение эффекта 
частичного подавления двойникования приложением постоянного 
МП. Следует отметить то, что в случае действия магнитострикцион-
ного механизма снятие МП приводило бы к восстановлению картины 
двойникования до значения без воздействия МП. Тот факт, что без 
нагрузки МП не меняет картину пластической деформации двойни-
кованием, также свидетельствует не в пользу магнитострикционного 
механизма. Аналогичные выводы относительно влияния МП на пла-
стическую деформацию диамагнитных металлов Zn, Cu, Ag сделаны 
в [17, 18, 19]. Таким образом, эффект частичного подавления двой-
никования приложением постоянного МП нельзя отнести к измене-
ниям магнитострикционного происхождения. 
Как было показано выше, магниточувствительность пластиче-
ской деформации двойникованием монокристаллов висмута выра-
жается в падении средних размеров двойников при приложении МП. 
Поскольку двойникование и скольжение являются конкурирующими 
видами пластической деформации, логично предположить, что по-
вышение интенсивности скольжения может привести к частичному 
подавлению двойникования. В пользу такой точки зрения говорит тот 
факт, что скольжение – процесс инерционный, а двойникование – 
скачкообразный. Как показал эксперимент, при воздействии МП в 
течение t=0,3 мин. средняя длина двойников практически совпадает 
со средней длиной двойников без приложения МП (рисунок 1). Даль-
нейшее увеличение выдержки кристалла под нагрузкой в МП (t=0,3–
1,5 мин.) приводит к плавному уменьшению средней длины двойни-
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ков. Скорость перемещения конца двойника по порядку величины 
совпадает со скоростью двойникования монокристаллов висмута, 
полученной в [20] при изучении температурной зависимости этого 
процесса. Кроме этого, в [21] при изучении зависимости двойникова-
ния от скорости деформирования сосредоточенной нагрузкой полу-
чено, что при V=10 мН/с двойники вообще не развиваются, и де-
формация реализуется преимущественно скольжением. В течение 
последующего времени выдержки кристалла под воздействием со-
средоточенной нагрузки вплоть до 5 часов средняя длина двойников 
постоянна [11]. Картина пластической деформации скольжением в 
этом случае также остается стабильной. 
 
Рис. 1. Зависимость средней длины двойника L от времени воздей-
ствия t сосредоточенной нагрузки 
 
С целью выяснения возможных причин частичного подавления 
двойникования активизирующимся в МП скольжением следует рас-
смотреть схему пластического течения материала при формирова-
нии отпечатка. Деформация в этом случае осуществляется двумя 
способами: вмятием материала вглубь и его выдавливанием вверх, 
благодаря чему вокруг отпечатка индентора образуются навалы. По 
мере углубления в кристалл двойники уменьшаются, и ограниченные 
области заполняются дислокациями. Движение же полных дислока-
ций вдоль «навальных» плоскостей, по которым происходит вынос 
материала на поверхность, при низких температурах затруднено 
скоплениями двойникующих дислокаций, которые представляют 
собой границы раздела в кристалле. В результате взаимодействия 
через упругие поля дислокации матрицы будут как бы «вытеснять-
ся» движущейся двойниковой границей. 
В нашем случае ситуация обратная. Двойники, которые на пер-
вой фазе своего развития распространяются со скоростью звука [22], 
уже полностью сформированы до начала реализации скольжения, 
которое является инерционным процессом. Петли полных дислока-
ций, лежащих в «навальных» плоскостях, испытывают торможение 
как со стороны точечных дефектов, так и со стороны скоплений 
двойникующих дислокаций, краевые компоненты которых при дви-
жении двойниковой границы движутся в глубь кристалла. Приложе-
ние МП отключает парамагнитные стопоры для дислокаций сколь-
жения. Это приводит к увеличению мощности дислокационных скоп-
лений в «навальных» плоскостях. За счет воздействия индентора 
концентрация упругих напряжений в головах этих скоплений возрас-
тает, и они движутся к поверхности кристалла, преодолевая упругие 
отталкивания скоплений двойникующих дислокаций. Очевидно, что в 
этом случае двойники испытывают «отжатие» упругими полями, что 
ведет к движению двойникующих дислокаций в обратном направле-
нии и захлопыванию некоторого числа петель двойникующих дисло-
каций. Иначе говоря, длины двойников и их ширина уменьшаются. 
Двойникующие дислокации, по-видимому, в меньшей степени 
испытывают пластифицирующее влияние МП. В пользу такой точки 
зрения свидетельствует тот факт, что вектор Бюргерса частичных 
двойникующих дислокаций в кристаллах висмута равен всего 
(1 12)b a= , где a  – параметр кристаллической решетки [22]. 
Кроме этого, там нет разорванных межатомных связей. Поэтому в 
ядрах двойникующих дислокаций имеется меньшее количество па-
рамагнитных центров по сравнению с полными дислокациями. Но 
полностью исключить чувствительность двойникующих дислокаций к 
МП нельзя, т.к. при своем движении они взаимодействуют с полны-
ми, в результате чего на двойникующих дислокациях образуются 
ступеньки, являющиеся источниками точечных дефектов. Ступеньки, 
перегибы служат ловушками для электронов, что обеспечивает в 
этих случаях наличие в ядрах дислокаций парамагнитных центров. 
Установление термодинамического равновесия двойника может 
быть одной из причин уменьшения его длины. При этом между ме-
ханически и термодинамически равновесными длинами двойников 
следует проводить различия. Условие механического равновесия 
заключается в равенстве нулю суммы сил упругого и неупругого 
происхождения. Упругая сила действует на двойникующие дислока-
ции со стороны внешнего поля и других дислокационных скоплений. 
Силы неупругого происхождения обусловлены следующими причи-
нами. Любая дислокация при своем движении испытывает силу тор-
можения подобно силе сухого трения. Сила Пайерлса существует 
даже в идеальном кристалле и обусловлена дискретностью решетки. 
Если кристалл дефектен, то существует сила сопротивления, обу-
словленная дефектами. Дефекты оказывают как непосредственное 
сопротивление преодолению их дислокациями, так и сопротивление 
за счет создаваемых ими упругих полей. Другой тип неупругих сил – 
сила поверхностного натяжения, действующая на двойникующую 
дислокацию со стороны материнского кристалла и равная нулю вез-
де вне малой окрестности у кончика двойника [22]. 
Форма механически устойчивого двойника в момент его образова-
ния определяется исключительно условиями его возникновения, а не 
термодинамическим равновесием. При достаточно долгом существо-
вании двойника к требованию механической устойчивости добавляет-
ся условие термодинамической устойчивости [23]. Из общих сообра-
жений ясно, что термодинамическое равновесие двойника наступает в 
том случае, когда поверхностная энергия двойниковой границы будет 
минимальна. При длительном воздействии сосредоточенной нагрузки 
двойник укорачивается и приобретает термодинамически равновесную 
форму по мере преодоления силы сухого трения. За счет действия сил 
поверхностного натяжения двойникующие дислокации начинают об-
ратное движение и останавливаются на более близких расстояниях от 
индентора. Как отмечается в [24], основным физическим механизмом 
в преодолении диссипативной силы Пайерлса (силы сухого трения) 
является перемещение термически активируемых перегибов на дис-
локациях. При таком механизме дислокации ожидают подходящих 
термических флуктуаций для преодоления точечных стопоров. По 
этой причине установление термодинамически равновесной длины 
двойника происходит в течение десятков часов. Повышение темпера-
туры кристалла ведет к дальнейшему укорачиванию двойника после 
того, как процесс установления его термодинамического равновесия 
считался завершенным. 
В нашем случае приложение МП снижает длительность этого 
процесса до нескольких минут. Возможной причиной является то, 
что МП отключает магниточувствительные стопоры, препятствую-
щие обратному движению двойникующих дислокаций. Разблокиро-
ванная двойниковая граница получает возможность в течение более 
короткого времени принять термодинамически равновесную форму. 
Известно [25], что изучение формы двойника позволяет экспе-
риментально определить линейную плотность ( )xρ  таких дисло-
каций вдоль длины двойника, совпадающей с направлением x . 
Толщина двойника в некоторой точке x  очевидным образом связа-
на с линейной плотностью двойникующих дислокаций соотношением 
 ( ) ( )
L
x
h x a y dy= ρ∫ , 
где a  – параметр решетки в направлении, перпендикулярном плос-
кости двойникования, L  – длина двойника. Тогда линейную плот-
ность двойникующих дислокаций можно найти из соотношения 
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 ( ) ( )1 dh xx
a dx
ρ = − . 
Следовательно, по измерениям толщины двойника ( )h x  мож-
но определить значение функции ( )xρ  в каждой точке вдоль дли-
ны двойника. Как и в [25], для построения экспериментальной зави-
симости ( )xρ  использовались следующие последовательные 
действия: строился график зависимости ( )h x , затем путем графи-
ческого дифференцирования находилась производная в различных 
точках полученной кривой, далее, умножением производной на ко-
эффициент 1 / a , находились значения линейной плотности. Полу-
ченный результат представлен на рисунке 2. 
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Рис. 2. Зависимость линейной плотности двойникующих дислокаций 
( )xρ  вдоль длины двойника t=5 мин. 
 
Без приложения МП линейная плотность двойникующих дислока-
ций вдоль длины двойника равна 
8
0 3,5 10ρ = ⋅  м-1. На конце 
двойника, при x=L, она обращается в ноль, т.е. ( ) 0Lρ = . В МП 
численное значение линейной плотности меньше, 
82,8 10ρ = ⋅  м-1. 
При этом, как видно из рисунка 2, в интервале 0,8L x L≤ ≤  функ-
ция ( )xρ  обнаруживает резкий рост и на порядок превышает чис-
ленное значение 0ρ . В этом случае двойникующие дислокации дви-
жутся в обратную сторону. Доказательством этого является экспери-
ментально полученное уменьшение длины клиновидных двойников. 
 
 
Рис. 3а. Типичная форма двойников при микроиндентировании 
плоскости (111) монокристалла висмута при В=0,2 Тл, 
t=5 мин., Р=0,14 Н. Увеличение 5000× 
 
Рис. 3б. Типичная форма двойников при микроиндентировании 
плоскости (111) монокристалла висмута при В=0, 
t=5 мин., Р=0,14 Н. Увеличение 5000× 
 
Результаты электронно-микроскопических исследований образ-
цов свидетельствуют в пользу приведенной выше точки зрения. По 
изменению геометрической формы двойников можно судить о харак-
тере протекающих дислокационных процессов. Как видно из сравне-
ния микрофотографий на рисунках 3а и 3б, в МП двойники имеют 
угол раствора намного больше (близко к 1800), чем без поля. Воз-
можно, этому способствует разблокирование контура двойника от 
стопоров парамагнитного типа. Уменьшение площади межфазной 
границы двойник-материнский кристалл соответствует его форме, 
когда угол при вершине двойника увеличивается, а его длина 
уменьшается. Такая форма двойника является термодинамически 
устойчивой [24]. Кроме этого, при изучении микрофотографий полу-
чено, что граница двойника в его конце значительно отклоняется от 
плоскости двойникования. Увеличенный наклон границы двойника 
обеспечивается ростом плотности двойникующих дислокаций на 
линии двойника. 
 
Заключение. Основными изменениями в поведении границ раз-
дела двойник-матрица в условиях магнитопластического эффекта в 
кристаллах висмута является увеличение линейной плотности двой-
никующих дислокаций на конце клиновидного двойника по причине 
уменьшения длины клиновидных двойников в магнитном поле. В 
результате изменяется геометрическая форма клиновидных двойни-
ков, что выражается в отклонении границы двойника от плоскости 
двойникования. 
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PINCHUK A.I., SHAVREJ S.D. The behavior of twin-matrix boarders in bismuth crystals when constant magnetic field and concentrated ap-
plied simultaneously 
It has been established that the simultaneous application of constant magnetic field and concentrated load to bismuth crystals changes substantial-
ly the behavior of twin-matrix boarders. The lengths of twins is smaller. The average density of twinning dislocation in the area of twins' tip is sharply 
increased. As a result, the geometry of wedge-shaped twins changes and twin boarder is shifted noticeable from twinning plane. 
 
УДК 519.853.3 
Ракецкий В.М. 
К МИНИМИЗАЦИИ ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ С ПРОСТЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ 
 
1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу выпуклого програм-
мирования 
 ( ) minf x → , (1) 
при простых ограничениях  
 
*
*
d x d≤ ≤ , (2) 
где f(x) – выпуклая дважды дифференцируемая функция, 
*
*
, ,
nx d d R∈ . Для решения задачи (1) (без ограничений) успеш-
но используются различные методы сопряженных направлений [1–
3]. Однако наличие простых (в буквальном смысле этого слова) 
ограничений (2) существенно снижает эффективность этих методов, 
так как при каждом выходе на границу области допустимых точек 
процедуру построения сопряженных направлений приходится начи-
нать заново.  
Ниже предлагается метод, который естественным образом учи-
тывает структуру ограничений (2) и не требует «обнуления» итера-
ционной процедуры при выходе на границу допустимой области. 
 
2. Простая задача квадратичного программирования. Допу-
стим, что 
 
1( ) ' '
2
f x x Dx c x= + , (3) 
где D D(J,J) { , , } 0ijd i j J= = ∈ ≥  – постоянная матрица, 
J={1,2, …, n}. Используем для решения этой задачи прямой 
опорный метод [4–6]. 
Вектор x=x(J), удовлетворяющий ограничениям задачи (1)–(3), 
назовем планом. Множество индексов оцJ J⊂ , возможно пустое, 
назовем опорой целевой функции, если det 0оцD ≠  при 
оцJ ≠ ∅ . Совокупность {x, Joц} из плана и опоры целевой функ-
ции назовем опорным планом задачи (1)–(3). 
Введем вектор оценок (градиент целевой функции) 
 Dх c∆ = + . 
Опорный план назовем согласованным (СОП), если 
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